DS 11 (7/06/2014) PCSI

Vous laisserez une marge en haut sur la premiere page et sur le c6té gauche de votre copie pour les annotations.

Cet énoncé comporte 1 exercice et 2 problemes tous indépendants. Justifiez et rédigez vos réponses : la clarté
et la précision sont prises en compte dans 1’évaluation.

La calculatrice est interdite.

Exercice 1 Sommation (extrait CCP PSI)

On souhaite étudier, pour quelques exemples, lorsque (a,),cn est une suite réelle, le comportement de la suite

(by)nen donnée, pour n € N par :
=2 ()
n=— ~ ay.
2n = \k

n
1. Rappeler la formule du bindme, donnant, pour n € N, (x+ y)" lorsque x,y € R pour en déduire Z (Z) .
k=0

On suppose dans les questions 2 et 3 que la suite (a,),en est constante en 1.

2. Donner la valeur de la suite (b,),en-

3. Quelle est la nature de la série } a, ? Quelle est la nature de la série }_ b, ?

Soit x €] — 1, 1|. On suppose dans les questions 4 a 6 que la suite (a,),cn est donnée, pour n € N, par : a, = x".

n
4. Donner I’expression, pour n € N, de la somme géométrique Z ay puis montrer que la série ) a, converge
k=0
et que
1

1—x

+oo0
) a=
k=0

2
—+o0
6. Justifier que ) b, converge et donner la valeur, en fonction de x de Z by.
k=0

1 n
5. Montrer, a ’aide de la question 1 que pour toutn € N : b, = < +x) .

On suppose dans les questions 7 et 8 que la suite (a,),en est donnée, pour n € N, par : a, = (—1)".

7. Quelle est la nature de ¥ a,, ?
8. Quelle est la nature de )b, ?

Probleme 1 : Ruine du joueur

Partie I : Suite arithmético-géométrique
Soit N e N, N > 2 et p €]0, 1], p # 1/2. On considére une suite, sous réserve qu’elle existe, définie par ug = 1,
uy = 0 et, pour tout n € N* :
Up = PUpt1 + (1 —P) Up—1-
1-p

I.1 On pose, pour toutn € N* : v, = u,, — u,,—1. Montrer que (v, ),en+ est une suite géométrique de raison
p

En déduire une expression de cette suite en fonction de n € N* et vy.

1—
On pose x = —p.

1.2 Montrer que x €]0, 1[U]1, 4-oo].
n

1.3 Montrer que pour tout n € N* : u, = ug+ Z Vi puis que
k=1

1 x"—1
un:1+V1Zxk*1:1+v1 .
= x—1




[.4 On rappelle que uy = 0. Déterminer une expression de v; et conclure que pour tout n € N*,

xt—1
XN —1

u, =1

Partie I : Etude d’un jeu

Un joueur souhaite acheter une voiture de luxe au-dessus de ses moyens et pour cela il se rend au casino. Le
prix de la voiture correspond a N € N, N > 2 jetons et le joueur recoit une mise initiale de n € [0, N] jetons.

Il joue a un jeu ou la probabilité qu’il gagne un jeton est p €]0, 1[, p # 1/2 et la probabilité qu’il perde un jeton
est 1 — p. Il joue plusieurs fois, de maniere indépendante, a ce jeu.

Le jeu se termine soit par la ruine du joueur, dés qu’il n’a plus de jeton (il n’y a donc aucun lancer si n = 0),
soit par sa victoire, dés qu’il a obtenu N jetons.

On notera u, la probabilité que le joueur soit ruiné avec une mise initiale de n jetons.

II.1 Déterminer ug et uy.

I1.2 On suppose ici que n € [1,N — 1]. On considére les événements E, : « le joueur est ruiné avec une mise
initiale de n jetons » et G : « le premier jeu est gagné ». Montrer que

P(E,) = P(E4|G1) p+ P(E,|G1) (1 - p).

I1.3 Montrer ainsi que pour tout n € [1,N — 1] : uy, = pupy1+ (1 — p) up_1.
I1.4 En déduire, avec la partie I, une expression de u, pour n € [0,N].

II.5 Démontrer, lorsque k € N*, que
K1~ k(x—1).

x—1

I1.6 En déduire la limite de u, (qui dépend de x) lorsque x tend vers 1. Interpréter le résultat (on remarquera
que la limite lorsque x tend vers 1 correspond a la limite lorsque p tend vers 1/2).

II.7 On suppose que la voiture est chére compte-tenu du nombre de jetons qu’on donne au joueur au départ.
Quelle est la probabilité de voir le joueur parvenir a s’acheter la voiture ?

Probléme 2 : Déplacement d’un pion (adapté de ESCP)

Partie I : Matrices

1 111 1 0 -1 0

1 1 11 0O 1 0 1 1 1
On pose : J = 1111 , K= 10 | 0 etM—ZJ—FgK.

1 111 0o -1 0 1

L1 Calculer JK et KJ. En déduire que pour tout entier n > 2 et k € [1,n— 1], J’K"~* est 1a matrice nulle.
1.2 Montrer, par récurrence, que pour tout n € N*, J" = 4""1J et K" = 2"~ 'K,
1.3 A I’aide des deux questions précédentes, montrer que pour tout n € N* :

= (L L) 2t L g
S \4” 6 47 23

Indication : on pourra appliquer la formule du binéme de Newton (d’autres méthodes sont possibles).

Partie II : Modélisation du déplacement d’un pion sur un damier a 9 cases

On considere un damier a 9 cases blanches et noires (en grisé sur le dessin) numérotées de la fagon suivante :




Un pion se déplace avec équiprobabilité sur ce damier de la case ou il se trouve vers une des cases qui possede
avec cette case un cdté commun. Ainsi, si le pion est en N, il peut se déplacer vers B, B3 ou Bs, avec des
probabilités égales. On suppose qu’au départ le pion est en B.

II.1 Sur quelles cases peut se trouver le pion apres un nombre pair de déplacements ?

On note, pour tout n € N* les événements :
® By, «le pion est sur la case By apres 2n déplacements » ;
® N, «le pion est sur la case Nj apres 2n — 1 déplacements » ;

et By o «le pion est sur la case By au départ ».
Pin

qin
P2n
On pose pour tout entiern € N: V, = | p3, | ot pr, = P(Bip) et,sin> 1, W, = D | oy Gin = P(Nicp)-
3 :
Pan Z47n
P5.n "

II.2 Quelle est la valeur de V) ? de W; ?

I1.3 Justifier que pour tout entier n € N*, By ,;, By 5, B3 5, B4, Bs 5 €t N1, N2, N3, Naj, sont deux systémes
complets d’événements.

I1.4 En déduire que pour toutn € N* etk € [1,5] :
P(Bin) = P(Bin|N1.n) P(N1n) + P(Bin|Nojn) P(Non) + P(Bien|N3n) P(N3 ) + P(Bien|Nan) P(Nan).-

II.5 Montrer ainsi que pour tout n € N*, V,, = BW,, ou

11 1 1
3 3 3 3
3 00 5
B=|1 41 00
00 % 1
0§ %10

I1.6 Montrer de fagon analogue au cas précédent qu’il existe une matrice A € .#, 5(R) telle que pour tout
n e N*: W, =AV,_1. On donnera I’expression de A.

I1.7 Conclure que pour tout n € N*, V,, = (BA) V,,_; et que AB = M, la matrice définie en partie I.
Partie I1I : Calcul des probabilités.

I1.8 Montrer que pour tout n € N : V,, = (BA)"V; et que, sin > 1, (BA)" = B(AB)""'A = BM"~'A.

II1.9 En réutilisant I’expression des puissances successives de M en 1.3, déterminer avec la question précédente
la premiere ligne de la matrice (BA)" lorsque n € N.

II.10 En déduire que p;, = 1/3 pour tout n € N*. Interpréter ce résultat.

IIL.11 On considere la variable aléatoire définie, pour i € [[1,n], par

X { 1 sile pion est en case B apres 2i déplacements
i =

0 sinon

Quelle loi suit cette variable aléatoire ? On donnera son espérance.

II.12 Que représente la variable aléatoire ¥ = X| + - - - + X, pour n € N*? Quelle est la loi de Y ? Calculer son
espérance.



