DS 5 (23/11/2013) PCSI

Vous laisserez une marge en haut sur la premiere page et sur le c6té gauche de votre copie pour les annotations.

Cet énoncé comporte une partie questions de cours et 3 exercices dont les questions sont de plus en plus
difficiles dans chaque exercice.

Justifiez et rédigez toutes vos réponses : la clarté et la précision sont prises en compte dans 1’évaluation.

La calculatrice est interdite.

Questions de cours

1. On considere le systeéme d’inconnues x,y,z,¢,u,v,w € R donné par :

x+2y+w = 0
(S) z+w 0 .
t+v+w = 0

Donner le rang de ce systeme, les inconnues principales et secondaires et donner I’ensemble des solutions
de (S) sous la forme ./ = ---.

2. Soientn € N* et A € .#,(R). Donner la définition de « A est inversible » ainsi que deux criteres différents
d’inversibilité (au choix).

3. Soit n € N*. On considére A, B € ., (IR). Donner, sans démonstration, I’expression de (AB)T en fonction
de AT et BT,

Exercice 1 : Des matrices inversibles ou non.

011
On considere la matriceA= |1 O
1 1

1
0
1. Montrer que A> = A +25.

2. En remarquant que % [A2 —A} =A (% [A— 13]) , justifier que A est inversible et donner une expression de
son inverse.

1 1 1
On considere désormais lamatrice J = |1 1 1
1 1 1
3. Montrer que J> = 3/J.
4. Montrer que :
1 1 1
J v 1 1 1
0 0O

La matrice J est-elle inversible ?

Soit n € N*. On considere finalement la matrice de .4, (R) :

la matrice comportant n lignes et n colonnes et dont tous les coefficients sont des 1.

1. Montrer que K? = nK.

2. On souhaite raisonner par I’absurde pour prouver que K n’est pas inversible. On suppose donc que K est

inversible. Montrer que dans ce cas
K =nl,.



3. Conclure quant a I’inversibilité de la matrice K.

Exercice 2 : Polynomes de Lagrange

1. Résoudre le systeéme d’inconnues x,y € R donné par

x+y = -1
CO R S
2. Résoudre le systeéme d’inconnues x,y,z € R donné par
x+y+z = -1
(S2) ¢ 4x+2y+z = -8
z =0

Soient x,y,z € R. On considere les polyndmes de la variable ¢t € R donnés par :
P(t)=t>+xt+y et P(t)=r4xt>+yt+z.

4. Montrer que P;(1) = 1 4+x+y. Calculer également P; (0) en fonction de x et y.
5. On suppose que P;(0) =0 et P;(1) = 0. Montrer que x et y sont solutions du systeme (S} ).
6. En déduire I’expression du polynéme P;.

7. Donner, a I’aide du systeme (S, ), I’expression du polyndme P, qui vérifie :

P(0) =P(1) =P(2) =0.

Exercice 3 : Suites récurrentes linéaires

Partie A : Puissances d’une matrice

1+v5  1-V5
Onpose(p:Tet(p =5

A.1 Montrer que ¢ +¢' =1, que ¢’ = —1 et que ¢ — ¢’ = /5.
A.2 Montrer que ¢ — (¢')?> = /5 et que —¢' 0>+ (¢')20 = /5.

et on considere les matrices

(11 (o ¢ 11 =9 (9 O
a=(o) =0 9) o= (L ) =« o= (3 p)

A.3 Calculer le produit PQ (on simplifiera a 1’aide de la question A.1). En déduire que P est inversible et
exprimer P~! en fonction de Q.

A.4 Montrer que PDP~! = A (on simplifiera a I’aide des questions A.1 et A.2).
A.5 Donner I’expression, pour tout n € N, de D" en fonction de @ et ¢'.

A.6 Montrer, par récurrence, que pour toutn € N :
A"=PD'P".
A.7 Montrer que, pour toutn € N :

A= \16 <<p” —*(w’)" :> ’

ou les * sont des coefficients que I’on ne calculera pas.



Partie B : Suite de Fibonacci

On considere la suite (uy,),en définie par ug =0, u; = 1 et pour toutn € N :

Upt+2 = Upt1 + Uy.

U, = <un+l>
Up

B.1 Montrer que, pour toutn € N, U,41 = AU, ou A est la matrice de la partie A.

On pose, pour tout n € N,

B.2 En déduire que, pour tout n € N, U,, = A"Uy ot Uy = ((1)>

(-]

B.4 Application : Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les c6tés par un mur. Combien
de couples obtient-on en apres n mois si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple ? Ce
type de modele est-il réaliste ?

B.3 Conclure que, pour tout n € N,

R
V5

U, —

Partie C : Cas général

Soient a,b € R. On considere la suite (v, ),cn définie par vo =0, vi = 1 et pour tout n € N :
Vn42 = @i+ bvy.

On pose, pour tout n € N,

B.1 Montrer que, pour tout n € N, V,,,| = BV, ou B est une matrice que 1’on explicitera.
B.2 Montrer que B> —aB — bl, = 0,.

B.3 Soient A1, A, (éventuellement confondues et complexes) les solutions de I’équation d’inconnue z € C du
polyndme
Z—az—b=0.

Montrer que (B— A1 L)(B— A2 1) = 0,.
B.4 Montrer que pour i = 1,2, B— A; I, n’est pas inversible puis qu’il existe X; € .# ; (R) non nul tel que

BX; = A;X;.

o 1
B.5 On suppose qu’il existe o, B € R tels que aX; + X, = (O) .

Exprimer la suite (v,),cn en fonction de A1,4;, &, .



