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Cet énoncé comporte une partie questions de cours, 2 exercices et un probleéme indépendants.

Questions de cours

1. Donner la définition d’une matrice inversible ainsi que deux critéres d’inversibilité.

2. Soit (uy) une suite qui tend vers 0. Donner un équivalent de sinuy, tanu,, In(1+u,) et (14 u,)* —1
lorsque o € R*.

Exercice 1 : Suites récurrentes et matrices
On pose ag = by = c¢p = 1. On définit par récurrence, pour n € N, les suites (a,)ueN, (bn)nen €t (¢u)nen par :

ap+1 = ap—2c¢y
bny1r = an+3bytcy .
Chyl = ap+4cy

On note, pour tout n € N, X, la matrice colonne donnée par :

Qn
Xy = bn
Cn
1. Calculer ay,by,c;. Que valent Xy et X; ?
-1 0 -2
2. OnconsidereJ= | 1 1 1 |.CalculerJ? etJ>. En déduire J” pour tout n € N.
1 0 2

3. Montrer que pour tout n € N, X1 = AX, ol A est une matrice de .#3(R) a déterminer.
4. Montrer que A =213+ J.

5. Montrer, par récurrence sur n € N, que X, = A" X et que
A"=2" 4+ (3" -2")J
6. Conclure que pour toutn € N :

ay = 2"—-3(3"—2") =223
2n+3(3n _2/1) — 3n+1 _2n+1
e = 2"43(31—2") =31l

N
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|

7. Résoudre le systeme linéaire

x—2z = 0
(S)q x+3y+z = 0 .
x+4z = 0

8. Déduire de la question précédente que A est inversible et déterminer I’inverse de A.

9. On considere dans cette question et la suivante que ag, bg, co sont quelconques. Sia; = b; =c; =1, que
valent ag, by, co (on pourra se souvenir que X; = A Xp).

10. De facon plus générale, si pour un entier n € N, a, = b, = ¢, = 1, que valent ag, by, co.

De telles suites sont utilisées en économie et sont appelées séries chronologiques.

Exercice 2 : Inégalité arithmético-géométrique (adapté CCP PC)

Convexité
Soit a,b € R avec a < b. On veut montrer que pour tout ¢ € [0,1] :

Il <pett (1—1) e’ (1)

On pose pour tout 7 € [0,1], g(t) =re® + (1 —1) e’ — ¢t (1-1)0,



1. Montrer, en étudiant rapidement x — ¢* — (1 +x), que pour tout x € R, e* > 1+ x.

2. Justifier g est dérivable deux fois sur [0, 1] et que pour tout € [0,1], g'(1) = e* — ® — (a — b) ¢! ¢+(1-1b,
Calculer également g’ (on rappelle que a et b sont fixés).

En déduire que g’ est strictement décroissante sur [0, 1].
Montrer, avec la question 1, que g'(0) = ” (¢*~* — 1 — (a— b)) > 0 et déterminer aussi le signe de g'(1).

Justifier, en citant le théoréme utilisé, qu’il existe un unique réel a € [0, 1] tel que g'(cr) = 0.

oS kW

Construire un tableau sur [0, 1] faisant apparaitre «, le signe de g”, les variations de g/, le signe de g’ et
les variations de g.

7. Calculer g(0) et g(1) puis conclure.

Inégalité arithmético-géométrique

On souhaite montrer que pour tout n € N, n > 2, et tous xq,...,x, € R :
X1+ Axn 1
e n < —(e"+---+em). (2)
n

8. En appliquant (??) pour t = %, montrer le résultat demandé pour n = 2.

9. Montrer le résultat (??) par récurrence. Pour montrer que pour n € N, n > 2 et x1,...,x,41 € R,

n [ X1t txn Xnt1 n X1+ tXn 1

n+1 n + n+1 Xn+1

e <——e n +——¢
n+1 n+1

)

_n_
n+l1-°

10. Application : Montrer que pour toutn € N, n > 2 et ay,...,a, € RT*,

on pourra utiliser le résultat (??) avec t =

ai+---+ay,

1
(ap X -+ xay)" < -

Probleme Etude de Uy 1 = sinuy, (adapté divers concours PSI)

Partie I : Une limite
Soit x € [0, %] . On souhaite montrer dans cette premicre partie que

x3 x3 xS

L <tiny < xy— — 4+
X 6_smx_x 6+120

< . . x—sinx
pour déterminer lim 3
x—0 X

(x—1)°
120
garde au fait que x est fixé).

1. Justifier que ¢ : 1 — est de classe € sur R et calculer ¢', ¢”, ¢, ¥ et ¢ (on prendra

2. En effectuant deux intégrations par parties, montrer que :
X (x—1)3 )3 x X (x—1)2 3 V) x x
/o (x 6 ) sintdr = [(X 6 ) (—cost)]o—/0 o 2 ) costdt:%— [(x > ) sint}o—/o (x—t) sinzdr.

3. En déduire que

X —t 3 3 X
/ (x—1) sintdt = ol —x+/ costdr.
0 6 6 0

4. Justifier le signe de I’intégrale de gauche de 1’égalité précédente.

5. Conclure que
3
Y < sinx
X— — .
6 =



¥ox

6. En réemployant les techniques des quatre questions précédentes, montrer que sinx < x — 3 + 20"

7. En justifiant I’inégalité, pour x € |0, %],

déterminer, en citant précisément le ou les théoremes utilisés, I’existence et la valeur de

. x—sinx
lim ———.

x—0 )C3

Partie II : Une suite récurrente On souhaite étudier la suite (u, ),y définie par récurrence par ug € ]0, %] et
pour tout n € N :
Up+1 = sin(uy).
8. Montrer que, pour tout x € |0, 5], sinx € ]0,5].
9. Montrer par récurrence que, pour toutn € N, u, € ]O, g]
10. En justifiant que pour x € ]0, 5|, sinx < x montrer que la suite (1, )nen est strictement décroissante.

11. En précisant le théoréme utilisé, montrer que la suite (u,),cn est convergente vers une limite que 1’on
notera £ et que 1’on calcule ensuite.

12. Donner un encadrement de ¢ et justifier que sin(¢) = ¢

13. Conclure que ¢ = 0 (on pourra raisonner par 1’absurde en supposant que ¢ > 0).
Partie III : Détermination d’un équivalent de la suite

14. Montrer que u,; = sin(u,) ~ u, et justifier précisément que w11 + u, ~ 2u,.

15. Déduire de la question précédente que

1 1 (tnr1 + ) (U — thyt1) up — sin(uy,)
T = SR ~ 2T
un+1 Uy un+1 uy n—rtoo uy

et déduire du résultat de la partie I la limite de cette quantité.

On admet le théoréme de Cesaro (fait dans le TD sur les suites) : si (v,),en est une suite convergente de limite ¢
alors la suite (wy,),en+ donnée pour n € N* par :
1 n—1

Wy = — Vi
=0

est convergente de limite /.

, = 1 1
16. Montrer I’existence et la valeur de lim — Z - > ]=3
e o \ M Uk 3

17. En déduire que
1 1

o~ =
nuz n—+e 3
et donner un équivalent simple de (u;,)en.

18. Démontrer le théoreme de Cesaro admis dans 1’énoncé.




