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TD A8 : Matrices et systemes linéaires

Exercice TD AS8.1
On pose

1. On pose B = A — I. Calculer B? et B3,

2. Donner une expression simple de A™ pour n € N.

Exercice TD AS8.2

N (1 2
On considére A = (2 1).

1. Montrer que A? —2A — 31, = 0.
2. Soit X € My ;1(R) non nul vérifiant pour A € R, AX = AX. Montrer que A — 2\ — 3 = 0.
3. Déterminer tous les vecteurs X € Ms 1(IR) nons nuls vérifiant : il existe A € R tel que AX = AX.

Exercice TD A8.3
Soit a,b,c € R. A quelle condition sur a, b, ¢, le systéme

r+2y+z = a
—2x—-3y+3z = b
r+y—4z = c

admet-t-il au moins une solution 7 Résoudre ce systeme.

Exercice TD A8.4
Soit m € R. Déterminer, suivant la valeur de m, le nombre et ’ensemble des solutions du systéme d’inconnues

z,y € R donné par :
xr + my
(SM){ mr+y = 1

Exercice TD A8.5
Résoudre les systémes d’équations suivants en utilisant la méthode du pivot de Gauss-Jordan (m est un para-
meétre réel) :

mr+y+z = 1

r+y+mz = 1
5 3 2z = 0
r+my+z = m rdtutzr = m
r+y+2z = 0 y o

Exercice TD A8.6
On consideére le systeme (.5), d’inconnues z,y, z € R et le vecteur X donnés par :

20 —2y+z2z = 1 T
20 —3y+22 = 2 et X= |y
—xr+2y = -1 z

1. Ecrire le systéme (S) sous forme matricielle AX = B oit A € M3(R) et B un vecteur de R®.
2. Calculer A2 + 2A. En déduire que A est inversible et donner A~!. Résoudre ainsi (9).
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Exercice TD A8.7

Soient a,b,c,d € R et A = a b). Montrer que A% — (a + d)A + (ad — be)Iy = 0. puis montrer que A est

d
inversible si et seulement si ad — bc # 0 donner une expression de son inverse.

Exercice TD A8.8
Calculer 'inverse des matrices suivantes lorsque cela est possible et déterminer leur rang en utilisant la méthode
du pivot de Gauss-Jordan.

12 -1 L2 o
A=1(2 1 3 B =
3 3 9 1 2 3 3
1 2 3 4
Exercice TD AS8.9
On consideére la matrice
m -1 0
A,=1-1 m -1
0O -1 m

1. Dans cette question et la suivante, on prend m = 1. Montrer que la matrice A; est inversible et calculer
son inverse.

2. Calculer —A$ + 343 — A; — I3 ol I3 est la matrice unité de Mz(R). En déduire une expression de A"
fonction de A%, A; et Is.

3. De fagon générale, pour quelles valeurs de m la matrice A,, est-elle inversible 7

Exercice TD A8.10

1. Montrer que la somme de deux matrices symétriques est symétrique.
2. Montrer que I'inverse d’une matrice symétrique inversible est symétrique.

3. Montrer que, si A, B sont deux matrices symétriques, leur produit est symétrique si et seulement si elles
commutent.

Exercice TD A8.11
Soit n € N*.

1. On considére D une matrice diagonale de M, (R) dont les coefficients diagonaux sont deux a deux distincts
et A une matrice quelconque de M, (R). Montrer que si A et D commutent alors A est diagonale.

2. Que dire d’'une matrice carrée qui commute avec toutes les matrices ?

Exercice TD A8.12
Soit n € N* et M = (m; j)1<ij<n € Mn(R). On suppose que pour tout i € [1,n], on a

n
Imiil > Imi
j=1

i

Montrer que M est inversible.
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