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TD C1 : Logique, ensembles

Exercice TD C1.1
Soit x un réel. Compléter par ⇒, ⇐ ou ⇔.

1. x2 = 9 . . . x = 3
2. x ≥ x2 . . . x ≥ 0
3. ln x = −3 . . . x = e−3

4.
√

x existe . . . x ≥ 0
5. |x| ≤ 3 . . . x ≤ 3
6. x2 ≥ 4 . . . x ≥ 2

Exercice TD C1.2
Soit A ⊂ R et f : A→ R. Donner en français la signification des énoncés suivants et calculer leur négation.

i) ∀(x, y) ∈ A2, (x < y ⇒ f(x) < f(y)) ii) ∃x ∈ R, ∀y ∈ A, y 6 x

iii) ∃a ∈ A, ∀x ∈ A, x 6 a iv) ∀x ∈ A, ∃y ∈ R, y < x

v) ∃y ∈ A, ∀x ∈ A, x = y vi) ∀x ∈ A, ∃y ∈ A, x 6= y

vii) ∀(x, y, z) ∈ A3, x = y ou y = z ou x = z.

Exercice TD C1.3
Soient P , Q, R trois assertions, les assertions A, B ci-dessous sont-elles équivalentes ?

A : (P ⇒ Q)⇒ R; B : P ⇒ (Q⇒ R).

Exercice TD C1.4
Résoudre dans R l’équation :

√
x2 − 2x = x − 3, d’abord en raisonnant par implication et réciproque, puis en

raisonnant par équivalences.

Exercice TD C1.5
Soient x, y, z ∈ R+. Montrer que si x + y + z = 1, alors au moins l’un des trois réels x, y, z est dans l’inter-
valle [0, 1/3].

Exercice TD C1.6
Soient A, B et C des parties d’un ensemble E. Pour toute partie X de E, on note X son complémentaire dans E.
Montrer les résultats suivants.

i) A ∩B ⊂ B ii) B ⊂ A ∪B

iii) A ∪B = B ⇐⇒ A ⊂ B iv) A ∩B = B ⇐⇒ B ⊂ A

v) A ⊂ B ⇐⇒ B ⊂ A vi) A ∪B ∩ C ∪A = ∅
vii) (A r B) ∩ (A r C) = A r (B ∪ C) viii) A ∪B = A ∩ C ⇐⇒ B ⊂ A ⊂ C

Exercice TD C1.7
Écrire les ensembles suivants en extension : A = P (∅), B = P (P (∅)) et C = P (P (P (∅))).

Exercice TD C1.8
Soient E un ensemble et A, B des parties de E.

1. Écrire plus simplement les ensembles A ∩ (A ∪B) et A ∪ (A ∩B).
2. Démontrer que A et B sont égaux si, et seulement si, A ∩B et A ∪B sont égaux.
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Exercice TD C1.9
Montrer que, pour tout x ∈ R, bx+pc = bxc+p lorsque p ∈ Z. A-t-on, pour tous x, y ∈ R, bxc+ byc = bx+yc ?

Exercice TD C1.10
Étudier et tracer l’allure des courbes des fonctions

f : x 7→ x− bxc et g : x 7→ bxc
x

.

Exercice TD C1.11
Résoudre l’équation, d’inconnue x ∈ R :

2 xbxc = x2 + bxc2.
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