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Chapitre C2 : Applications

Dans tout ce chapitre, les lettres E, F', G et H désigneront des ensembles.

1 Définitions

Intuitivement, une application de E dans F' est un procédé permettant d’associer a tout élément x de
E un unique élément y de F'. Formellement, on a la définition suivante.

Définition 1.1

i) On appelle application tout triplet d’ensembles f = (E, F,T'), tel que T est une partie de
E x F qui vérifie :
Vee E, Ay e F, (x,y) €T.

1) E est la source de f, appelé aussi ensemble de départ ou ensemble de définition.

)

ii1) F est le but de f, appelé aussi ensemble d’arrivée.
)
)

i) I est le graphe de f.

v) Si (z,y) € T, on dit alors que y est I’image de x par f et on note y = f(x). On dit aussi
que x est un antécédent de y par f.

FE — F

vi) La fonction f se note f : { r s f(2)

vii) L’ensemble des applications de E dans F est noté : F (E, F), ou FF.

Remarque 1.2
Soit f: E— F et x € E. L’image de x par f est donc unique, mais un élément y € F' peut avoir un,
plusieurs ou aucun antécédent.

f f
E F E F
Fig 1.2.a - Ce dessin représente une application Fig 1.2.b - Ce dessin ne représente pas une
application

Exemple 1.3
Soit f : R — R I'application définie par f(x) = 2. L'image de 2 par f est 4, et les antécédents de 4
par f sont 2 et —2. Par contre, —4 ne posséde pas d’antécédents par f.
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Remarque 1.4
Deux applications f et g sont égales, si, et seulement si :

— f et g ont méme source F,
— f et g ont méme but F,
— Vz e E, f(z)=g(x).

On écrit alors f = g.

Définition 1.5

Pour tout ensemble E, on note Idg 'application identité de E définie par :

IdE:{E - E
X

— .

Définition 1.6

Pour tout partie A de E, on note 1 4 'application caractéristique ou indicatrice de A, définie
sur E et a valeurs dans R par :

1 size A
vz ek, ]IA(x)_{ 0 sizé¢ A

Définition 1.7

Soient I et E deux ensembles. Une famille d’élements de E indexée par I est une application de
I dans E. On dit que I est I'ensemble des indices de cette famille.

Notation 1.8
FE

—
La famill . icr-
a famille ¢ z se note (x;)ier

Remarques 1.9

i) F (9, F) est singleton, c’est a dire qu’il existe une unique application & — F.

0 2ee-{ Gy LE7

2 Restriction, prolongement

Définition 2.1
Soient f : E — F, A une partie de E et B une partie de F'.

A — F

i) La restriction a la source de f a A est I'application f, : { r o fla).

i1) Si Ve € E, f(x) € B, on peut définir la restriction au but de f a B comme étant

F — B

Iapplication fB r — f@)
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Définition 2.2

Soient A une partie de E, et f : A — F. Toute application f : E — F telle queVx € A, f(z) = f(x)
est appelée prolongement de f a E.

Exemple 2.3
Rappeler les définitions des fonctions circulaires réciproques a 1’aide de restrictions.

3 Composée de deux applications
Définition 3.1
Soient deux applications f : E — F et g : F — (. On note g o f 'application composée de f et

de g :
of: E — G
P9 ¢ — g(f(@)

Proposition 3.2

Soit f : F — F une application. Alors :

i) foldg = f it) Idpof = f.

Exemple 3.3
Déterminer une application f, autre que l'identité, de R dans R tel que f o f est I'identité.

4 Image directe, image réciproque

Définition 4.1
Soient f: E — F.

i) Soit A une partie de E. On appelle image directe de A par f la partie de F', notée f(A),
constituée des images des éléments de A par f. C’est-a-dire :

fLA) ={f(x) |z e A} ={ye F|wrec A y=f(r)}

i1) On appelle image de f 'ensemble f(E).

ii1) Soit B une partie de F. On appelle image réciproque de B par f la partie de E, notée
f~Y(B) constituée des antécédents des éléments de B par f. Cest-a-dire :

fH(B)={z€ E| f(x) € B}

Exemple 4.2

1. Soit f: R — R, z + 22, et soit A = [~1,4]. Déterminer 'image directe de A par f, I'image
réciproque de A par f.

2. On considére la fonction sin : R — R. Quelle est 'image directe, par sin, de R? De [0,27] 7 de
[0,7/2] 7 Quelle est I'image réciproque, par sin, de [0,1] 7 de [3,4] 7 de {1} 7 de {2} ?
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Remarque 4.3

La notation f~!(B) pour désigner I'image réciproque d'une partie de F n’a rien a voir avec I’appli-
cation réciproque d’une application bijective. L’image réciproque d’une partie est toujours définie,
mais lorsque I'application n’est pas bijective, tandis que 'application réciproque n’est définie que si
I’application est bijective. Il ne faudra pas confondre les deux.

Définition 4.4
Soient E et F' deux parties d’'un méme ensemble, et f : E — F. On dit que :

i) Un élément x de E est fixe, ou invariant par f lorsque f(x) = .

ii) Une partie A de E est stable ou invariante par f lorsque f(A) C A, c’est-a-dire lorsque
Ve € A, f(z) € A.

Exemple 4.5
Déterminer un ensemble stable et un ensemble non stable par f : x +— 2.

Exemple 4.6
Soient f: E — Fetg:F — G, A, B des parties de E et C une partie de G. Montrer que :

i) f~YCND)=fYC)n fYD);
i) f(AUB) C f(A)U f(B);
iii) (go f)~1(C) = f~ (g7 1(C)).

5 Injections, surjections, bijections.

5 a) Injections
Définition 5.1
Soit f: E — F. On dit que f est injective lorsque :

V(w,2') € E%, f(z) = f(z') =z =2

Exemples 5.2

La premiere application ci-dessous est injective, mais pas la seconde.

f

E F E F

Fig 5.2.a - Une application injective Fig 5.2.b - Une application non injective
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Remarque 5.3
La définition de l'injectivité équivaut a V(x,2') € E?, = # 2’ = f(x) # f(2'). Autrement dit, f est
injective si tout élément de F' possede au plus un antécédent.

Exemple 5.4
Soit I une partie de R et f : I — R une application. Montrer que si f est strictement monotone alors
f est injective.

Remarque 5.5
R* — R
Attention, la réciproque de 'exemple précédent est fausse. Par exemple, la fonction 1
x H —
x
est injective, mais n’est pas strictement monotone sur R*. Elle est en revanche strictement monotone

sur |—o0, 0] et ]0, +-00[.

5 b) Surjections
Définition 5.6
Soit f: E — F. On dit que f est surjective lorsque :

YyeF, 3z € E, y= f(zx).

Remarque 5.7
Une application f est surjective lorsque tout élément de F' possede au moins un antécédent par f.

Exemples 5.8

i) la premiére application ci-dessous est surjective, mais pas la seconde.

! !
E F E F
Fig 5.8.a - Une application surjective Fig 5.8.b - Une application non surjective
R —

IR L —

i1) L’application { v o ozl est surjective.

L — R o D R — [0,400]
iii) L’application 2 n’est pas surjective, alors que 'application 2

I’est. La surjectivité d’une application f dépend des ensembles de départ et d’arrivé considérés,
et pas uniquement de I'expression de f(z) en fonction de x.
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Proposition 5.9

Soit f : E — F. La restriction au but de f & son image, f'/(¥) est surjective.

Exemple 5.10
Pour chacune des applications de R dans R suivantes, déterminer si elle est injective, surjective.

frox—a?+1 g:rx—e’—1 h:zw—sinz

5 c) Bijections
Définition 5.11

Soit f: E — F. On dit que f est bijective si elle est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si

VyeF, lz e E, y= f(x)

On dira aussi que f réalise une bijection de E sur F'.

Remarque 5.12
Une application f : E — F est bijective si tout élément de F' admet un unique antécédent par f.

Exemples 5.13

i) la premieére application ci-dessous est bijective, mais pas la seconde.

f f
—o
E F E F
Fig 5.13.a - Une application bijective Fig 5.13.b - Une application non bijective
— R

est bijective.

N T L R
i1) Lapphcatlon{ v s z41

0, +oo[

[0, +00[ — [0, 400] et{]oo,O] 9 sont bijectives.

ii1) Les applications 9
x — T x — T

iv) L’application Idg est bijective.

Définition 5.14

Soient f : E — F, A une partie de E et B une partie de F. On dit que f réalise une bijection
de A sur B si :

i) Vr e A, f(r)€ B,
ii) Vye B, Jlz € A, f(x)=y.
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Exemple 5.15

— R
L’applicati
application .

2 n’est pas bijective, mais réalise une bijection de |—o0, 0] sur [0, +oo],

mais aussi de [0, +o00[ sur [0, +o0], ou encore de [1,2] sur [1,4].

Proposition 5.16

Soient f : E — F, A une partie de EY et B une partie de F'. Si f réalise une bijection de A sur B,
alors 'application fllf est bien définie et est bijective.

Proposition 5.17

Soit f : E — F une application injective. Alors f réalise une bijection de E sur f(FE).

5d) Application réciproque
Définition 5.18

Soit f : E — F une application bijective. L’application réciproque de f, notée f~! est I’applica-
tion définie de F' a valeurs dans E qui 4 un élément y de F associe son unique antécédent x dans
E par f. On a donc I'équivalence suivante :

Ve e E,YyeF, flz)=y — z=f"y).

Proposition 5.19

Soit f : E — F une application bijective. Alors f~! est bijective et (J”*l)_1 = f.

Proposition 5.20

Soit f : E — F une application bijective. Alors :
i) fof~l=1dp.
ii) f~lof=Idg.

Exemple 5.21

R — R L , . .
2+ est bijective et déterminer sa réciproque.
r = X

i) Justifier que {

1) Pour quel éléments a,b € R, x — ax + b est-elle bijective ?

Exemple 5.22
R? — R?

est bijective et déterminer son application

Montrer que ’application ¢ : {

réciproque.
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5 e) Propriétés
Proposition 5.23
Soient f : E — F et g: F — G. Alors :

i) Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

i1) Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

iii) Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective, et (go f)™ ' = f~tog™L.

Exemple 5.24

Soit f : { (0,400 — R et g: R o= [02’+OO[
x — VT x —

dans [0, 4-o00[. De plus, Vz € [0,400[, (go f)(z) = (vZ)* = . Ainsi, go f = Idjg ;o[- Comme Id[y 4o

est bijective, on en déduit, d’apres le théoréme précédent que f est injective et g est surjective. Mais

on remarque sur cet exemple, que f n’est pas surjective et g n’est pas injective.

. Alors go f est définie sur [0, +-00[ & valeurs

Théoréme 5.25 (Caractérisation des bijections)

Soit une application f : E — F. Alors f est bijective si, et seulement si, il existe deux application
geth:F — E telles que :
gof=Idg et foh=Idp.

De plus, dans ce cas, ona g=h= 1.

Exemple 5.26
On considere les applications :

f . R — R_ - R — R
xr = —— r — In(z+va2+1)°

On admet que f et g sont bien définies. Calculer go f et f o g. Qu’en déduire?

Exemple 5.27
Soit f : N2 dans N* définie par (n,p) — 2"(2p + 1). Montrer que f est une bijection. En déduire qu’il
existe une bijection de N dans Q. Interpréter ce résultat.

6 Notion de relation

6 a) Définitions
Définition 6.1

Soit E un ensemble.

i) Une relation binaire R sur FE est la donnée d’une partie X C E x E.

i1) Soient x,y € E. On dit que x est en relation avec y, et on note xRy lorsque (x,y) € X. On
a alors :
(z,y) € X < zRy.

Exemples 6.2
Donnons quelques exemples de relations.
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6 b) Relation d’équivalence, classes d’équivalence

Définition 6.3

Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que :

1) R est réfléxive siVo € E, xRx ;

1) R est symétrique si Vx,y € E, xRy = yRx;

1i1) R est antisymétrique si Vz,y € E, ((xRy et yRx) = x =1y);

)
)
i)
)

iv) R est transitive si Vx,y,z € E, ((zRy et yRz) = xRz).

Définition 6.4

Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit R est une relation d’équivalence si
elle est réfléxive, symétrique et transitive.

Exemples 6.5
Montrer que la relation de congruence entre deux réels est une relation d’équivalence.

Définition 6.6

Soient E un ensemble, R une relation d’équivalence sur E et x € E. On appelle classe d’équiva-
lence de x pour la relation R, et on note C,, I'’ensemble des éléments de E qui sont en relation
avec x :

Cy={y € E|zRy}.

Proposition 6.7

Soient E un ensemble, R une relation d’équivalence sur F et x,y € E.
i) Si xRy, alors Cy = Cy.
it) Si|(zRy), alors C, N Cy = @.

On dit que les classes d’équivalences forment une partition de E.

Exemples 6.8
Donner une partition de N a ’aide de classes d’équivalence.
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