PTSI - 2018/2019 Mathématiques — Cours

Chapitre D2: Géométrie dans ’espace

Dans ce chapitre, nous supposerons connues les notions suivantes : point, vecteur, distance, norme,
angle et orthogonalité. Nous noterons & ’ensemble des points de 'espace, et 2 I’ensemble des vecteurs
de 'espace.

1 Bases, repéeres, coordonnées et orientation
1 a) Coordonnées cartésiennes

On admet le résultat suivant, qui signifie que 2 est de dimension 3.

Théoréme 1.1

Les bases de 2 sont les familles libres de cardinal 3 (c’est-a-dire contenant exactement 3 vecteurs).
Si on note B = (e_f, €3, e_;;) une base de 2, on a :

VU € 2, 3(z,y, z) € R?, U =ze] +yes + ze3.

On dit que (z,y, z) sont les coordonnées de U dans la base #. On notera [7]% =

N e R

Définition 1.2

On appelle repére cartésien de I'espace & tout quadruplet (O; e_f, 6_5, e_3>) ot O est un point de &

appelé origine du repére et (e_f, e, e_3>) est une base de & .

Théoréme et définition 1.3

Soit R = (O; e, es, 6_3>) un repére de &. Alors :

VM € &, Iz, y,z2) € R3, O—]\j:xe_f—i—ye_f%-ze_g}.

x
On dit que (z,y, z) sont les coordonnées de M dans le repére R. On notera [M|, = |y
z

Notations 1.4
On déduit directement des résultats ci-dessus que deux vecteurs (resp. points) sont égaux si et seulement
si ils ont mémes coordonnées dans une base (resp. un repere) fixé(e). Etant donné une base # de

et un repere R = (O; A) de &, on peut donc identifier (abusivement) points et vecteurs a leurs
coordonnées.

i) L’écriture M (z,y, z)r signifiera que M est le point de coordonées (z,y, z) dans le repére R, mais
on évitera d’écrire M = (z,y,2)5-

i1) De méme, on utilisera la notation 7(;16, Y, 2)  mais on évitera d’écrire U = (2,Y, 2) -

i71) Enfin, on supprimera les références au nom R du repere et & de la base lorsque cela ne prétera
pas a confusion.
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1 b) Orientation et angles orientés

Définition 1.5

Soit ﬁ un plan engendré par deux vecteurs non colinéaires
U et 7, et 7 un vecteur non nul orthogonal a U et .

3

i) On dit que 7 oriente le plan ﬁ de la maniére sui-
vante : le sens positif est le sens trigonométrique
lorsque I'on regarde le plan par dessus, c’est-a-dire
lorsque le vecteur K pointe vers notre ceil.

i1) Toute mesure d’angle calculée avec cette orientation
est appelée une mesure d’angle orienté par .

iii) Si une mesure de I'angle (W, ) orienté par 7 est
comprise entre 0 est 7, on dit que 7 est directement
orthogonal 4 (U, 7).

Nl

Définition 1.6

i) Un repére (ou une base) est dit orthogonal lorsque ses vecteurs de base sont orthogonaux.

i) On dit qu’un repére (ou une base) est orthonormal(e) ou orthonormé(e), lorsque ses
vecteurs de base sont orthogonaux et de norme égale a 1.

ii1) Soit R = (O; e, e, 6_3>) un repére orthogonal et % = (e_f, €3, (?3) Lorsque 24 est directement
orthogonal & (ef,€3) on dira que R (resp. &) est direct(e) ; sinon on dira que R (resp. %)

est indirect(e).

Exemple 1.7

_>
7,7k

On considere une base orthonormale directe ( s 7, ) Déterminer le caractere direct ou indirect des

bases suivantes : (?,7),7), (7,?,7), (7,?,?), (?,7,?) et (7,?,7)
1 ¢) Coordonnées cylindriques

_)
Soit R = (O; 7, 7, k:) un repere orthonormé direct.

Définition 1.8

Soit v € R. On appelle 77@ le vecteur défini par @ =cosg 7V +sing .

Définition 1.9

Soit p,p, h des réels. On dit qu’un point M de
lespace admet (p, p, h) pour coordonnées cylin-
driques relativement a R lorsque :

W:pu_;Jrh?.

Remarque 1.10
(p, ) est un couple de coordonnées polaires du projeté orthogonal de M sur le plan O + Vect (7, 7)

. , -
orienté par le vecteur k.
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Exemple 1.11

On consideére un repére orthonormé direct et M le point de coordonnées cartésiennes (1, 1,4). Déterminer
les coordonnées cylindriques de M. On déterminera de fagon générales les relations entre les coordonnées
cartésiennes d’'un point M (z,y, z) et ses coordonnées sphériques (p, ¢, h).

1d) Coordonnées sphériques

%
Soit R = (O; 7, 7, k:) un repéere orthonormé direct.
Définition 1.12

Soit 7,6, des réels. On dit qu’un point M de I’es-
pace admet (r,0, @) pour coordonnées sphériques
relativement a R lorsque ’on a :

— —
OMzrsinHuTZ—i—rcosHk:.

On dira que 6 est la colatitude de M, et ¢ est
appelé la longitude de M.

Remarque 1.13
Le couple (rsin#, p) qui est un couple de coordonnées polaires du projeté orthogonal de M sur le plan

O + Vect {7, 7} orienté par k.

Théoréme 1.14 (Changement de coordonnées)

Soit M un point admettant (x,y, z)g pour coordonnées cartésiennes et (p, 6, p) pour coordonnées
sphériques dans R. On a alors :

x=rsinflcosp, y=rsinfsiny et z=rcosf

Exemple 1.15
Déterminer les coordonnées sphériques du point M (1,1, 1) dans un repére orthonormé.

2 Produit scalaire

%
Soit R = (O; 7, 7, k ) un repére orthonormé direct. On considérera la définition d’angle entre deux

vecteurs de R3 vue plus haut.
Définition 2.1

Soit W et ¥ deux vecteurs de Despace. On appelle produit scalaire de U et 7, noté - 7, le réel :

7_7:{ 12N 1T | cos (T, F) siT£T et T£0

0 sinon.

—

ol (7, 7) désigne I'angle géométrique formé par U et .

Remarque 2.2
Pour tout vecteur ¥ de I'espace on a directement || |* = o - .

Les trois théorémes et la proposition suivants possédent des démonstrations analogues au chapitre D1.
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Théoréme 2.3

Soit U et ¥ deux vecteurs de Pespace. On a : Y-V =0 < U et U sont orthogonaux.

Proposition 2.4

Soit 17{, 175, o1 et v3 quatre vecteurs de I'espace.

1) Si les coordonnées de 17{ et 175 dans une base orthonormée 9% = e_f e_2> e_;>,> de I'espace sont
b ) p
respectivement 17{(3:1, y1,21) et 175(302, Y2, 22), alors W us = x1a9 + Y1Y2 + 2129.

i1) Le produit scalaire est une forme bilinéaire : si A1 et Ay sont deux réels, alors :

(MTT + Xud) -0 = Ay (@] -07) + Mo (W - D7) et i - (M0T + AoW3) = A (wf - 07) + A2 (W - 03)
iii) Le produit scalaire est symétrique : u_>1 . ﬁ = v_f . 27{
iv) Le produit scalaire est défini positif : 17{ . 17{ >0et 17{ . 17{ = 0 si et seulement si 17{ =0.

On dira que le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique, définie positive.

Théoréme 2.5

Soit W,V des vecteurs de ‘espace. On a les propriétés suivantes :
i) N[ =\
i) |7+ TN = 2N+ 27T+ TN et |7 =N =7 2% - T+ [V

i) (@ +2)- (@ =) =[P~ [T et 77 = (17 + T~ 7 - )
w) 2(12)° + 7)) = 17+ F1° + 12 - 7|”

Théoréme 2.6

Soit U un vecteur de coordonnées (z,y, z) dans une base orthonormée B = (&1, €3, €3). On a alors :

x:7~e_1>, y:7~6_2> et z:ﬁ-e_gf.

ou en d’autres termes : U = (U - e1) et + (U - e3) es + (U - €3) e3.

Exemple 2.7
Soit W, ¥, W trois vecteurs de R3. Montrer que s’ils sont orthogonaux deux a deux alors la norme de
leur somme au carré est la somme de leurs normes au carré. La réciproque est-elle vraie ?

3 Produit vectoriel

%
Soit R = (O; 7, 7, k) un repere orthonormé direct.

Définition 3.1

Soit W et ¥ deux vecteurs de ‘espace. Alors on
définit le vecteur U A U, produit vectoriel de

U et ¥ par : T
. - . ..
i) UAY =0 si W et U sont colinéaires, y
N . /
i1) sinon, U AU est I'unique vecteur tel que : / -
mn v,

— U AT est orthogonal a d et U,
— AT =) 17 - sin (F, 7)1,
— La base (U, ", A U) est directe.

«
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Proposition 3.2

Soit W, U et & trois vecteurs de Pespace. Si W est orthogonal a U etad,alorsWet U ANV
sont colinéaires.

Proposition 3.3

Soit uj et uy deux vecteurs de coordonnées respectives (r1,y1,21) et (x2,y2,22) dans une base
P = (e_f, 6_2>, 6_3>) orthonormée directe, alors le vecteur AU a pour coordonnées :

Y122 — 21Y2
21T — T1R2
T1Y2 — Y122

Remarque 3.4
On peut retrouver cette formule grace a la régle du « triple gamma » : les coordonnées précédentes

Yy Y2
21z

21 22
I T2

Tl T2
yr Y2

respectives sont et

Proposition 3.5

Soit W et ¥ deux vecteurs de I ‘espace et A, B et C sont trois points de Iespace.

i) Si W et ¥ sont non nuls, | W A V|| est égal & I'aire du parallélogramme construit & partir de
ces vecteurs.

i7) UNTY = ﬁ — U et W sont colinéaires ce qui signifie que ﬁ A @ = ﬁ —
A, B et C sont alignés.

La proposition suivante posséde une démonstration analogue a celle pour le produit scalaire.

Proposition 3.6

Soit 17{, 17%, v_1> et U_2> quatre vecteurs de 'espace et A\ et Ay deux réels.

i) Le produit vectoriel est bilinéaire :

(MTT + AuB) AT = M (@] ADT) + Ao (Wb ADT) et uf A (MT] + Xo3) = A1 (W] ATT) + Ao (] AT3).

i1) Le produit vectoriel est antisymétrique : WA =—

=)

AT

Théoréme 3.7

Soit deux vecteurs 7, T unitaires et orthogonaux et W un vecteur. La famille (7, 7, w) est une
base orthonormée directe si et seulement si AV = .

Exemple 3.8

— — —
Soit (7, 7, k) une base orthonormée directe. Que valent 7 A ?, TAK et 7 ANk?

4 Produit mixte

%
Soit R = (O; 7, 7), k) un repére orthonormé direct.
Définition 4.1
Soit W,V et & trois vecteurs de Pespace. On appelle produit mixte de U, UV et W, noté

(W, 7, W] le réel :
2T B = (TAT) T
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Proposition 4.2
Soit W, et W trois vecteurs et A, B, C et D quatre points de I'espace. Alors :

i) Si W,V et W sont non nuls, |[7, 7, TJH est égal au volume du parallélépipéde construit a
partir de ces vecteurs.

i1) [7,7,?] =0 < (7,7,@) est liee < U, U et W sont coplanaires.
iii) [ﬁ,ﬁ, ﬁ} =0 < A, B, C et D sont coplanaires.
Proposition 4.3

Soit (&, ", W) une base de I'espace. La famille (W, V', W) est une base directe (resp. indirecte) si
et seulement si [0, V', W] > 0 (resp. [, ¥, W] <0).

Notation 4.4
Soit % une base de ’espace et i (1,91, 21) b (2,2, 22) 5 €t b (23, Y3, 23) 5 trois vecteurs. On

Ir1 T2 I3
note det » (u_>1 b, 173) ou |y1 w2 3| la quantité suivante, appelée déterminant de (17{,172),273) dans la
21 k2 Z3
base £ :
R oy T r T
— = — 1 Y2 1 X2 1 T2
det g (ui, us, u3) = |y1 Y2 y3| = 3 — Y3 + 23 :
21 22 zZ1 22 (!
21 Z2 23

Proposition 4.5

Soit uj, b et uh trois vecteurs de lespace de coordonnées respectives (x1,y1,21), (T2, Y2, 22) et
(x3,ys, 23) dans une base orthonormée directe #. On a :

(a1, ub, u3] = det o (af, ub, 43) .

En d’autres termes, dans n’importe quelle base orthonormée directe, le produit mixte de trois
vecteurs de l’espace est égal a leur déterminant.

Exemple 4.6
0T

N
Calculer le produit mixte des vecteurs i, & + j et ¢ + j + k

Remarques 4.7

Produit mixte et déterminant ne sont pas égaux si la base considérée n’est pas orthonormée directe.
Néanmoins, on peut démontrer que quelle que soit la base considérée, ils sont proportionnels. En
particulier, on retiendra que quelle que soit la base A, et les vecteurs ui , 172, 1T3> de coordonnées
respectives (x1,y1,21), (T2, Y2, 22) et (x3,ys3, z3) dans la base %, on a :

(ui, s, u3) lice <= [uf,us,us] = 0.

Proposition 4.8
Soit W,V et W trois vecteurs de I ‘espace.

i) Le produit mixte est trilinéaire, c’est-a-dire linéaire par rapport a chacune de ses variables.

i1) Le produit mixte est antisymétrique, c’est-a-dire que si permute deux vecteurs, le produit
mixte est multiplié par —1, tandis que si on effectue une permutation circulaire, il reste

inchangé :
(W, 7, W) =—[U, W, V] et [W,V,d]=[V,d,d]
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5 Plans dans ’espace

Définition 5.1

Soit A un point et 7, o deux vecteurs non colinéaires de I'espace.
i) O_n> appelle plan passant par A et dirigé par U, U ensemble des points M € & tels que
AM € Vect (, V). Ce plan sera noté A+ Vect (0, 7) = {A+sd +t7 | (s,t) € R?}.

i1) Le plan vectoriel Vect {7, 7} de g sera appelé le plan vectoriel associé a A + Vect {7, 7}

Théoréme 5.2 (Représentation paramétrique d’un plan)

_>
Soit R un repére de I'espace, A(xa,ya,2z4) un point et 7((1, b,c), v (a',b, ) deux vecteurs non
colinéaires. Alors pour tout point M(x,y,z) € & :

N T =x4+ sa+td
M€A+Vect{7,u’} — (s, t) €R?, { y=ya+sb+tb
2 =24+ sc+td

Définition 5.3

Soit 2 un plan de &. On dit que 7 est un vecteur normal & & lorsque T =+ 6) et :

Vi e P, WU =0.

Remarque 5.4
Un plan possede deux vecteurs unitaires normaux, donnant ses deux orientations possibles.

De facon analogue aux droites dans le plan, on a les considérations suivantes :

Remarque 5.5
Soit & un plan de & et (A4, u, 7) un repere de 2. Alors pour tout point M € & :

Me P — 3I(s,t) € R?, m = sU +tU <= les vecteurs m,ﬁ et ¥ sont coplanaires
— [7,7,@} —0 «= (TAT) - AM =0

Si 77 est un vecteur normal au plan &2, alors pour tout point M :

AM =

—
Me P < les vecteurs AM et 77 sont orthogonaux <= 7 - A 0.

Théoréme 5.6 (Equation cartésienne d’un plan)

Tout plan posséde une équation cartésienne de la forme ax + By +~vz +6 = 0 ot (a, B,7,9) € R*

et (a, B,7) # (0,0,0). Réciproquement, toute équation cartésienne de ce type décrit un plan. De

plus, dans un repére orthonormé, le vecteur W(a, B,7) est normal a &.

Exemple 5.7
Donner une paramétrisation du plan (&) : x + y + z — 1 = 0 dans un repere quelconque.

Exemple 5.8
On se place dans un repére quelconque. Donner une équation du plan passant par A(1,0, —3) et dirigé
par les vecteurs o (3,—2,1) et ¥/ (—1,5,2).
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6 Droites dans ’espace

Définition 6.1

Soit A un point et W un vecteur non nul de Pespace.

i) O_n> appelle droite passant par A et dirigée par U Iensemble des points M € & tels que
AM € Vect (). Cette droite sera notée A + Vect {w} = {A+t | t € R}.

i) La droite vectorielle Vect () de & sera appelée la droite vectorielle associée & A+ Vect {'}.

Théoréme 6.2 (Représentation paramétrique d’une droite)

Soit R un repére de 'espace, A(xa,ya,z4) un point et 7(@, b, ¢) un vecteur non nul. Alors, pour
tout point M (x,y,z), on a :

r=2x4+ta
M(z,y,2) € A+ Vect {U} < FHteR, { y=ya+tb
z=2zp+tc

Théoréme 6.3

Soit R un repére de I’espace.

i) Toute droite posséde une équation cartésienne de la forme :

ar+Py+vz+0=0
a/x+51y+712+5/:0 s

%
o1 (5,8") € R et 1 (a, B,7) et n' (o, 3',+) sont des vecteurs non colinéaires.

i1) Réciproquement, toute équation cartésienne de ce type décrit une droite.

Exemple 6.4
Soit R un repere orthonormé direct. Donner un couple d’équations cartésiennes de la droite passant
par A(1,1,1) et dirigée par 7(0, -1,1).

Définition 6.5

Soit 9 une droite. On dit qu’un vecteur non nul 7 est normal & 9 si : VU € @, U =0.

Exemple 6.6
r+y+z=0

2y +1=0" Justifier qu’on définit ainsi une

On considere le systeme d’équations cartésiennes {

droite dont on donnera un vecteur directeur.

7 Intersection de droites et de plans

%
?, 7, k‘) un repere orthonormé direct de ’espace &. On

Dans toute la suite, on considere R = (O,
ne donne pas ici ’ensemble des théoremes pour étudier les intersections de droites et de plans mais

quelques méthodes générales.

Exemple 7.1
Quelle est la nature géométrique de I'intersection des plans &7 et # d’équations cartésiennes respectives
xr+ay=aetx+bz=0.
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Exemple 7.2 N
Soit R = (O, 7, 7, k) un repére orthonormé direct. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
—-2243=0
le réel a pour que la droite (2) : {x i =0 soit parallele au plan () : x 4+ 2y — 42+ 5= 0.
y—az—1=

Remarque 7.3
Soit &1 une droite de vecteur directeur 17{ et 95 une droite de vecteur directeur ’175 . Quatre cas sont
possibles :

— =
i) Si 17{ et 275 sont colinéaires, alors %1 = %,. On dit que les droites Z; et % sont paralléles. De
plus, elles sont incluses dans un méme plan, et :

— Soit 21N Dy = .

— Soit 21 NPy # @. On a alors 91 = 9, : elles sont confondues.
i1) Si 17{ et 175 ne sont pas colinéaires.

— Soit 1 N 95 = T et ne sont incluses dans aucun plan commun.

— Soit 21 N D # @. Elles sont incluses dans un méme plan et les droites 21 et % ont un
unique point d’intersection. On dit qu’elles sont sécantes.

Définition 7.4

i) Deux droites 2 et 9’ sont dites orthogonales lorsque leurs vecteurs directeurs sont ortho-
gonaux. Cela sera noté 9 1. 9'.

i1) Deux droites sont dites perpendiculaires lorsqu’elles sont orthogonales et sécantes.

i11) Deux plans & et &' sont dits orthogonaux lorsque vecteurs normaux sont orthogonaux.
Cela sera noté &2 1 &',

Théoréme 7.5 (Perpendiculaire commune a deux droites)

Soit 9 et 9" deux droites non paralléles de vecteurs directeurs respectifs W et W' Alors il existe
une unique droite A qui soit simultanément perpendiculaire & 9 et ', et celle-ci est dirigée par
U AU Cette droite est appelée Ia perpendiculaire commune a 7 et 9.

Exemple 7.6
On se place dans un repeére orthonormé direct. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel

r=az—1 r=2z—2
a pour que les droites 2 : et Do : Soit coplanaires. Déterminer, lorsque

c’est possible une équation cartésienne de la perpendiculaire commune aux deux droites.

Remarque 7.7

Il existe également une perpendiculaire commune & deux droites paralleles, mais dans ce cas on perd
I'unicité (et aucune perpendiculaire commune n’est dirigée par a AN puisque ce vecteur est nul).
Pour calculer I’équation de cette droite, on pourra se placer dans un plan contenant les deux droites,
et chercher dans celui-ci un vecteur normal a 2 et 2.
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8 Projection orthogonale et calcul de distances

Définition 8.1

Soit A un point et &/ une partie non vide de ’espace. On appelle distance de A a o/ la quantité :
d(A, o) =infpres AM.

Remarque 8.2
Plus généralement, si % est une autre partie non vide de I’espace, alors on appelle distance de & &
A la quantité : d (o, #B) = inf ycy pep AB.

Théoréme et définition 8.3

Soit A un point. Si ¢ est un plan ou une droite, il existe un unique point H vérifiant :
_+
Hext et Vi e, AH U =0,

On appelle ce point H le projeté orthogonal de A sur & (resp. 9).

Théoréme 8.4 (Distance d’un point a un plan)

Soit A(za,y4a,24), # un plan ou une droite et B € 5. On considére H le projeté orthogonal de
Asur . Onad(A P)=AH.

Exemple 8.5
Déterminer des formules pour la distance d’un point & un plan et d’un point a une droite dans ’espace.

Exemple 8.6
Déterminer la distance entre A(1,1,—1) et (&) : x+y— 2z +1 =0 puis la distance entre A et la droite
2 passant par lorigine et de vecteur directeur 2 de coordonnées (1,1,1).

9 Spheres

Définition 9.1

Soit 2 € & et r > 0. On appelle sphére de centre ) et de rayon r I'ensemble : ./ (Q,r) =
{Meé&| QM =r}.

Théoréme 9.2 (Equation cartésienne d’une sphére)

Soit Q (zq,yq, 2q) € & et r > 0. La sphére .# (2, r) admet pour équation cartésienne :

(x —20)” + (y —yo)* + (2 — 20)* = r°.

Exemple 9.3 N

On consideére, dans un repeére orthonormé (O, i, j ), la sphere de centre O et de rayon 1 et la sphere
de centre Q) de coordonnées (2,0,0) et de rayon a € R*. Déterminer en fonction du parametre a les
différents types d’intersections entre ces deux spheéres.

Remarque 9.4
De fagon analogue au cas des cercles en dimension 2,si «, 3,7, des réels et . la partie de 'espace
d’équation cartésienne :
Sty + 2 4200+ 28y +272+6=0
alors on a deux cas possibles :
i) Sia?+B%4+~v2—§ > 0, alors . est la sphere de centre Q(—a, —3, —) et de rayon /a2 + 32 +~2 — 6.
i4) Sinon, . = @.
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